Prednaska 4

4.1. Funkcie urcené implicitne

Ak je funkcia I'ubovol'ného argumentu dand explicitnym vyrazom, je nim dany aj sposob vypoctu hodnodt funkcie.
MobzZe sa vSak stat’, Ze funkcia bude zadana tak, Ze hodnoty argumentu s prisluSnymi hodnotami funkcie budu
zviazané nejakym vzt ahom (napr. inou funkciou). Urc€ite sa kazdy stretol s otdzkou, ¢i mozno z rovnice F(x,y) =
0 vypocitat’ y ako funkciu premennej x, alebo ekvivalentne, & mnoZina M = {(x,y) € R?, F(x,y) = 0} je grafom
nejakej funkcie f(x). Vieme, Ze krivky m6zu byt zadané takouto rovnicou. L’ava strana rovnice je zloZenou
funkciou zdvisiacou na x jednak priamo, jednak prostrednictvom funkcie y (alebo naopak). Odpoved’ na takito
otdzku nemozZno dat’ jednoznacne ako vidime na nasledujicom priklade. AvSak je zrejmé, Ze deriviciu takej

funkcie ur¢ime podl’a pravidla o derivovani zloZenej funkcie.

— Priklad 4.1.1. \

Nech krivka je dané rovnicou X +yr=1, potom v okoli bodov a; = (1,0), a, = (-1, 0) nie je moZné

vyjadrit’ y jednoznacne. Je to zrejmé z toho, ze y = + V1 — 22 sd dve mozné vyjadrenia. V§imnime si,
Ze v tychto bodoch je [y'(a;)| = oo, i = 1,2 a teda dotyc¢nice ku krivke si kolmé na os x. Ako to stvisi
s hodnotami

ox*+y*—1)

By (@), i=1,27

Implicitne zadanie funkcie je spdsob trochu zloZity, ale Casto potrebny. Problém vsak treba formulovat’ lo-

kalne. UvaZujme rovnicu

f(X,)’) = O’ X € B(XO’r) CRm’ ye ()’O_P,)’O"‘p)
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| Veta 4.1.2 (Veta o implicitnej funkcii). |

Nech funkcia f : D — R, D = B(Xo, ") X (yo—p, Yo +p) C R™!, 1, p > 0 splita nasledujice podmienky
L. f(X()ayO) =0

2. f mé na D spojité parcidlne derivicie do rddu k > 1 vréitane

0
3. a—f(X(),yo) #0
y

Potom existuje 6 € (0,r) a € € (0,p) tak, Ze rovnica f(x,y) = 0 urCuje jedinu funkciu y : B(Xy, ) —
[yo — €, yo + €], ktord mé spojité parcidlne derivacie do rddu k vratane a plati y(xg) = yo. Prvé derivacie
mozno vyjadrit’ ako

0
5 Lson
—(X)=——————, XE€B(Xp,0), i=1,2,...,n.
6)(1‘ af ~
(')_(X’ ¥(x))
y

Veta sa dd zovSeobecnit’ na viac implicitne zadanych rovnic.

Nech funkcia f : D — R", D = B(xy,r) X B(yp,p) C R™™, r,p >0 spfﬁa nasledujice podmienky
1. f(x9,¥0) =0
2. f md na D spojité parcidlne derivicie do rddu k > 1 vrétane
3. det (£;(xo.y0)) # 0

Potom existuje 6 € (0,r) a € € (0,p) tak, Ze rovnica f(X,y) = O urcuje jedind vektorovd funkciu
y: E(Xo, 0) > E(yo, €), ktord ma spojité parcidlne derivécie do radu k vratane a plati y(xg) = yy. Prvé
derivicie mozno vyjadrit’ ako

fi(x, §(x)) + £;(x, §(x)§'(x) = 0, x € B(xy,0).

Je dobré si rozmysliet’, ¢o znamenaji "znaky"derivécii v poslednej rovnosti.
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Obr. 4.1: Krivka dana implicitne z prikladu 4.1 .4.

— Priklad 4.1.4.

UkdZeme, Ze rovnica In 4/x? + y? = arctan > urCuje v okoli bodu x = 1,y = 0 nekonecne spojito

derivovatel’nd funkciu. Oznacme

f(x,y) =In 4/x* + y?> — arctan Y
X
Plati f(1,0) = 0 a funkcia f je v okoli tohoto bodu C*. d’alej

of y—X
—(x,y) = — # 0.
ay x=1,y=0 x2 + y2 x=1,y=0

St teda splnené predpoklady vety 4.1.2 pre 'ubovol'né k € N. Tak napriklad pre bod x = 1,y(1) =0

yw|  _
@ ey

dostaneme y’'(1) =
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4.2. Potencial, divergencia, rotacia

Studentom fyziky nie je nutné vyznam potencidlu vektorového pol'a oddvodiiovat’. Skaldrne pole si mbZeme
predstavit’ ako rozloZenie teploty (ako funkciu polohy) v priestore izby, ¢i zemskej atmosféry. V kazdom mieste
zemskej atmosféry existuje aj gravitaCnd sila, teda mdme tu aj gravitatné pole. Z matematického hl’adiska je
pole funkciou polohy bodu v priestore a budeme predpokladat’, Ze je to jednoznacnd funkcia. Zavedieme si
najprv rychlost’ zmeny skaldrneho pol'a na I'ubovol nej zvolenej “¢iare”. Ulohou gradientu je do kazdého bodu
priestoru polozit’ vektor ukazujici, ktorym smerom teplota najviac rastie. Vel'kost” vektora je urcend vel’kost’ ou

.....

najvicsej zmeny danej funkcie.

[Deﬁnicia 4.2.1.}

Vektor

V() = (W a—")(x)

ox;” ox,

nazyvame gradient skaldra V, ozn. aj grad V.

r—[Problém 4.2.2.] \

Vypocitajte gradient potencidlu V elektrostatického pol’a v okoli jediného néboja a zistite ako suvisi

s intenzitu elektrostatického pol a.

\. J

r—| Lema 4.2.3. \

di(p) — 1im f(p + ha) — f(p)

u h—0* h
f v bode p v smere jednotkového vektora u je dand vzt’ahom

. Potom derivéacia funkcie

Nech f je diferencovatel'nd v bode p € R" a

df(p) .
o Vi) -u

d’alSia dolezitd geometrickd vlastnost’ gradientu suvisi s vrstevnicami, tj. krivkami v rovine xy, ktoré si dané
rovnicami typu f(x,y) = ¢, f je dostatoCne hladké. Plati totiz, Ze ak bod (x¢, ) je bodom danej vrstevnice, tak
gradient v tomto bode je normalovy vektor k danej vrstevnici v tomto bode, tj. vektor kolmy na dotyCnicu k danej

vrstevnici v danom bode. Z toho ihned’ vyplyva, Ze rovnica dotyCnice k vrstevnici f(x) = ¢ v bode x; je dand
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z = fxp)
ﬁ z(t)
=) )
= ¥
(2.9)
T
(a) Derivécia funkcie z = f(x,y) v bode (p, ¢) v smere (b) k-ta hladina funkcie g s jej projekciou. (c) Projekcia smeru gradientu funkcie g v bode (p, ).

u.

Obr. 4.2: Smerova derivécia a gradient.

rovnicou

Vf(xp) - (x—Xg) = 0.

Aplikaciou gradientu na skaldrne pole dostaneme vektorové pole. Je zrejmé, Ze ak mdm dané skaldrne pole,
I'ahko z neho ziskam vektorové pole pouzitim gradientného operdtora. Castou a t'azSou otdzkou vo fyzike je, ¢i
dané pole mdze vzniknit' pouZzitim (Hamiltonovho) nabla operatora na nejaké hladké skaldrne pole. Uvedieme si
niektoré zakladné vlastnosti potencidlu, ako je nutnd, i postacujica podmienka.

[Deﬁnicia 4.2.4.}

Nech M c R”" je otvorend mnozina, potom vektorové pole T : M — R”" nazyvame potencidlové

(konzervativne), ak existuje funkcia V na M tak, ze T = VV na M. Funkciu V nazyvame potencidlom
pol'aT na M.

Priklad 4.2.5.

Funkcia x> + y? je zrejme potencidlom na R? pol'a T = (2x, 2y). Na druhej strane nie je hned vidiet’,
7e pole S = (y, —x) nema potencidl, vid’ vetu 4.2.7.

Nasledujuca veta hovori o tom, Ze potenciidl ma podobné vlastnosti ako primitivna funkcia.
Veta 4.2.6.

Ak V je potencial pol'a T na M, potom aj V = V+konst. je potencidlom pol'a T na M. Ak je naviac M
suvisla, potom sa kazdé dva potencidly pol’a T na M liSia o konStantnu funkciu.
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[Veta 4.2.7 (Nutnd podmienka potencidlnosti pol’ a).]

Ak su parcialne derivacie pol’a T spojité na M C R”, potom nutnd podmienka potencidlnosti pol’a je
p p Poj p p p polaj

aTj oT; . ...
—X)=—X), XeEM, i#j, i,j=1,2,...,n
Bxi HXJ‘

Zamyslite sa nad podmienkou vo vete a rot T. Teraz sa pozrieme na postacujicu podmienku, ktord je oproti

.....

az po zavedeni krivkovych integrdlov. Nasledujica veta hovori o postacujicej podmienke na viacrozmernom

otvorenom intervale.

[Veta 4.2.8 (Postacujiica podmienka potencidlnosti pol’ a).]

Ak su parcidlne derivdcie pol'a T spojité na otvorenom intervale J C R" a plati

8Tj oT; . ...
—X)=—KX), xeJ i#j i,j=12,...,n
8X,' 8Xj

Potom md pole T na J potencidl, ktory je dany vzorcom

V(x):f Tl(fl,az,...,an>d§1+f ToCttsay @, vy n) A + <o+

ai as

X
+f T,,(xl,xz,...,xn_l,g,,)d.fn +k0n§t.,
ap

kde a je 'ubovol'ny bod z J.
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1T % v & =& & 4

=
RS T I (S S I T T PR
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£

.....

(a) Skalarne pole f(x,y) = xe (b) Skaldrne pole f(x,y) = —(cos? x + cos? y)?

Obr. 4.3: Gradientné polia ako projekcie rastov (klesani) skaldrnych poli.

~ Priklad 4.2.9. ]

Nech Ty (x,y) = —x%ryz, Th(x,y) = xz—fryz, x,y € M = R?\ {(0,0)}. Na M plati

8T2 _ 6T1 _ y2—x2
dx  dy (2 +y2)?

Keby malo T na M potencidl, potom by muselo platit’

1 1 -1 -1
HY T1(S,—1)ds+f Tz(l,u)du"'f T1<s,1>ds+f Ty(=1,u) du =
-1 1 1

-1

Lov ' “ov oV
:f —(s,—l)ds+f —V(l,u)du+f —(s,l)ds+f ——(=1L,u)du =
_1 Ox _1 Oy . Ox . Oy

=vV{d,-1)-Vv-1L,-H)+vd,H-vd,-)+ V-1, 1)-vd,)+ V(-1,-1) - V(-1,1) =

=0.

Priamy vypocet v§ak ddva H = 2x. TakzZe pole T nemd na M potencidl (dokonca v Ziadnom redukova-
nom okoli bodu (0,0)). Fyzikdlne H vyjadruje pracu pol’a po obvode Stvorca okolo pociatku. Lokdlne

je sice dané pole na M potencidlové, ale globdlne potencidlové nie je.
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,-[Poznémka 4.2.10 (Ako hl'adat’ potencidl ?).} .

Nech je splnend nutna (aj postadujica) podmienka potencidlnosti pol'a (na nejakom intervale v R?).
Nech n = 3, potom V(x,y,z) = f Ty(x,y,z)dx+ C(y, z), kde prvy Clen je pre kazdé (y, z) nejakd pevne
zvolend primitivna funkcia k 7', ktord mé derivéaciu podl'a y aj z. Lubovol'nd ind primitivna funkcia

k T, sa 1i8i o konStantu, td vSak moZe zdvisiet’ od y, z. Pre C(y, z) dostaneme z podmienky v = T,
y

0 0
TQ(X,)’,Z) = le(X,y,Z)dx + _C(y,Z)
ay ay
y 0 .
Takze pre H(y,z) = T2(x,y,2) — o f T,(x,y,z)dx mdme
y
Cy,2) = fH(y,z) dy + D(2).

ov
Nésledne z podmienky Frl T5 dostaneme tvar funkcie D:
Z

0 0
T5(x,y,2) = a—zle(x,y,z)d)Ha—ZfH(y,z)dy+D’(z)-

Uké4Zeme si eSte metddu integrovania istej triedy diferencidlnych rovnic prvého radu - teda sposob ako najst’

rieSenie. Pre spojité funkcie M(x,y), N(x,y) uvaZzujme

dy M(x,y)

Yo N %0,

& Ny T

dx N(x,y)

& M =%0. 4.1
dy M(x,y)

Geometricky vyznam rovnic: vektor (1, %) je dotykovym vektorom ku grafu funkcie y(x) a teda vyjadruje to, Ze
dotykovy vektor ku grafu rieSenia prvej rovnice je ortogondlny k pol'u (M, N). Podobne je to u druhej rovnici. Po

uprave rovnice (4.1) vyjadruju to isté a sice
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Ak je pole (M, N) potencidlové, potom I'avé strana je totdlnym diferencidlom potencidlu V pol'a (M, N) - preto
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sa takéto rovnice nazyvaju rovnice v tvare totalneho diferencialu, alebo exaktné diferencidlne rovnice.

Ak je pole (M, N) spojité a potencidlové na okoli bodu (xo, y) € R?,
M(X(), )’0)2 + N(X(), )’0)2 * 0
a V je jeho potencidl na danom okoli. Potom pre N(xg,yo) # 0 (M(xo,yo) # 0 ) prva (druhd) z rovnic

(4.1) mé ne nejakom okoli bodu xy (yy) prave jedno rieSenie spliujice y(xo) = yo (x(yo) = xo) dané

rovnicou V(x,y) = V(xo, yo).

~ Poznémka 4.2.12. \

Ak plati M(xq,yo)?> + N(xo,v0)*> # 0 v okoli bodu (xo, o), potom rovnica V(x,y) = V(xo, o) uruje jak
funkciu y(x), tak funkciu x = g(y). Tieto funkcie su k sebe navzajom inverzné a ich grafy su rovnaké

v dostato¢ne malom okoli bodu (xg, yo).

\.

~ Priklad 4.2.13.)

N4éjdime rieSenie rovnice xdx + ydy = 0 prechddzajice bodom (xy, yo) # (0, 0). Potencial pol'a (x,y)

. )2 v N N L N . . . v N v .
jeV = xz% RieSenie je dané vztahom x* + y* = xJ + 3 a vyjadruje ho krivka - Cast’ kruZnice.

Otazkou je, €o v pripade, Ze pole (M, N) nie je potencidlové ? Pozrime sa na nasledujuci priklad.

Priklad 4.2.14.

L ahko sa presved¢ime, ze pole T(x,y) = (l ﬁ) nemd potenciél. Ale pole T(x,y) = xX*T(x,y) = (x,y)

x°

ho ma.

TakZe prirodzene zavedieme nasledujiicu definiciu.

 Definicia 4.2.15. |

Funkciu g : R” — R nazyvame integraénym faktorom pol'a T na mnoZine M c R™, ak pole T = 4T

ma na M potencial.
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Z vety 4.2.7 dostdvame nasledujicu nutni podmienku pre to, aby nejaka funkcia bola integracnym faktorom.

Ak su parcidlne derivacie pol’a T spojité na M C R”". Aby funkciau : M — R so spojitymi parcidlnymi

deriviciami na M bola integracnym faktorom, musi platit’

IuT)  duT)
Bxi (X) B BXJ'

x), xeM,i+j, i,j=1,2,...,n.

Potom pre u(x,y) # 0 madme ekvivalentne rovnicu
uM dx + uNdy = 0.
Ak je teda u(x,y) integracny faktor pol'a (M, N), potom z rovnic (4.1) mame rieSenie dané implicitne rovnicou

V(x,y) = V(x0,y0), kde V je potencidl pol'a (u M, u N). Teda podl'a vety 4.2.16 existuje integracny faktor a je

rieSenim rovnice

uyM — u N + u(M, — N,) = 0. “4.2)

To je sice parcidlna diferencidlna rovnica 1. rddu a jej urCenie je vo vSeobecnosti t'azké, ale je v Specidlnom tvare

a to ndm pomoZze.

Metoda 1.

HrI'adajme u(x, y), ktoré zavisi iba na x resp. y. Dosadenim takého u do (4.2) dostaneme ODR, ktorych rieSenie

vieme ndjst’. Teda mame u(x) = ef HOAx | (x) = % Analogicky sa odvodi podmienka pre tvar integracného
faktora zdvisiaceho iba na y.
z—[Problém 4.2.17.} \

N3jdite touto metddou integraény faktor pre rovnicu (vyrieste ju)

3
(xzy + 2xy + y?) dx+ (x* +y*)dy = 0.

\. J

Metoda I1.
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~ Problém 4.2.18.
Ukazte, Ze pole (M, N) ma IF zdvisiaci iba na danej funkcii ¢(x, y) (tj. tvaru u = H(¢(x,y)), kde H je
funkcia jednej premennej) vtedy a len vtedy, ked’ funkcia Mi‘i%; zavisi iba na ¢(x, y).

\

~ Priklad 4.2.19.

Majme pole (M, N) = (x*> +y* + x, y). Pole moZno zapisat’ v tvare (M, + M,, N; + N), kde (M, N;) =

(x* +¥%,0) a (M;, N,) = (x,y). Ked Ze druhé z poli je potencidlové s V, = xz;yz , hl'addme integratny

faktor v tvare u(x,y) = h(x* +y?),y # 0. Dostaneme tak ODR

(X + YOI + ) + h(x* +y*) = 0.

PRI § . N < .z In (2% +y?
T4 ma rieSenie A(x>+y?) = X%t Tomuto integra¢nému faktoru odpovedd potencidl W(x, y) = 200 4
X +y 2
s X y R . .
x pol'a (x2_+y2 +1, W) RieSenie rovnice

(X +y*+x)dx+ydy=0

je preto dané rovnicou

In (x? +y?)
2

+ x = konst. .

Metoda II1.
Metdda pouzitim “inSpekcie”. UkdZeme si ju na priklade.
Rovnicu
xdx +ydy = m(xdy — ydx)
prepiSeme na tvar
A2 +y?) = 2ma d(%).
Predelenim oboch strdan vyrazom (IF) x* + y* dostaneme exaktni rovnicu

d(? + 2 2md i
(); +)2) ) = ( 2) © d{ln(x2+y2)—2marctan(z)} =0.
Yy 1+(§) X
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